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负二项式分布及种群格局检验分析
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摘要：种群格局是种群生态学的重要研究内容之一。该文介绍了随机、均匀和集群3类种群空间格局的基本类型�
以及与其相对应的概率分布函数�如正二项式分布、泊松分布和集群分布�重点讨论了在种群格局研究中被广泛应
用的负二项式分布的内涵、分布函数的建立和参数的估计�对种群格局检验常用指标及其使用中存在的错误也进
行了分析和讨论。
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Spatial pattern of population is one of the significant issues in population ecology．In this paper�the
random�uniform and clumped patterns and their corresponding probability distribution functions�such as
positive binomial distribution�Poisson distribution and negative binomial distribution�are described．The
connotative essence�establishment of distributional function and parameter estimation of the negative binomial
distribution are discussed in detail．Finally�the common indicators for the testing of population patterns and
mistakes in their usage are analyzed．
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　　种群是占据一定空间的同种生物个体的集合�
具有自身的结构、分布和动态。种群格局是种群生
态学的研究内容之一。种群个体在空间的散布形式
称为种群的空间格局（spatial pattern）�其受种群特
性、种群关系和环境条件的综合影响。种群格局通
常分为随机（random）格局、均匀（uniform）格局和集
群（clumped）格局3种基本类型。在自然状态下�随
机格局只见于环境条件一致且无群聚的条件下；均
匀格局可能出现于个体间竞争剧烈�促使均匀空间
间隔产生的条件下；大多数种群都呈现不同程度的
集群。每个种群都有一个最适的集群度�其与种群
的最适生长和最适个体数相适应。一般而言�与均
匀格局和随机格局相对应的概率分布分别是正二项

式分布 （positive binomial distribution）和泊松分布
（Poisson distribution）；与集群格局相对应的概率分布
称为集群（contagious）分布。Pielou［1］将集群分布归
为广义分布（generalized distribution�如泊松--泊松分

布、泊松--对数分布、泊松--二项式分布）、复合分布
（compound distribution）和带零的分布（distribution with
added zeros）。周纪纶等［2］则将这3类集群分布称为
第一类复合分布、第二类复合分布和带零的复合
分布［2］。
1　母函数

若只取非负整数值的离散型随机变量（整值随
机变量）X 具有如下分布列

X ～ 0�1�2�3�…�k�…
p0�p1�p2�p3�…�pk�…

则函数 g（ s）＝∑∞k＝0 pksk 称为X的概率分布的母函数

（generating function）。其基本性质如下：
　　1） g（1）＝1；
　　2） g′（1）＝EX（数学期望）；
　　3） g″（1）＋ g′（1）－（ g′（1））2＝DX（方差）；
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　　4）对于整值随机变量�若 X 与 Y 相互独立�其
概率分布的母函数分别为 gx（ s）和 gy（ s）�则 Z＝X＋
Y 的概率分布母函数 GZ（ s）＝gx（ s）gy（ s）；若 Y 为只
取正整数值的随机变量�Xi（ i＝1�2�…�Y） 相互独立
同分布（其母函数都表示为 gx （ s））�且 Y 与所有的
Xi （ i＝1�2�…�Y）均独立�则随机个独立同分布随机
变量之和 Z＝∑Yi＝1 Xi 的概率分布母函数是 gy（ s）和
gx（ s）两个母函数的复合�即 GZ（ s）＝ gy（ gx（ s））；若
Y 服从以 λ为参数的泊松分布�则 GZ（ s） ＝
eλ（ gx（ s）－1）�以此式为母函数的概率分布称为复合泊
松分布［3］。
2　正二项式分布和泊松分布

种群各个体独立地、随机地散布在可利用的单位
上为随机点格局。假设每个单位中有 n 个位置�每
个位置只可以被一个个体占用�且每个单位中的每个
位置被占用的概率相等（设为 p）�则任取一单位�其
中有 r个位置被占用（即有 r个个体）的概率为

p（X ＝ r） ＝ n
r pr（1－ p） n－r

r＝0�1�2�…�n；0＜ p ＜1 （1）
　　式（1）所表示的概率分布称为以 n和 p 为参数
的正二项式分布�其母函数为正二项式

gx（ s） ＝ （q＋ ps） n （2）
式中：q＝1－p；期望 EX＝ np�方差 DX＝ npq�DX＜
EX。
当 n充分大且 p 相当小�与 n相比较 r 可忽略

时�设 np＝λ�可得 p（X＝ r）≈λr

r！e－λ。
概率函数 p （X＝ r）＝λr

r！e－λ�其中�r＝0�
1�2�…�n；λ＞0）所表示的概率分布称为以λ为参
数的泊松分布�简记为 P （λ）�母函数 gx （ s）＝
eλ（ s－1）�期望和方差：EX＝DX＝λ。

可以推导出�当 np→λ（ n→∞）时正二项式分
布的极限分布为泊松分布。

此外�对数分布的概率函数（简记为 L（ p）�0＜
p＜1�q＝1－p）为

p（X ＝ i） ＝－ 1lnp qi

i
i＞1�p（X ＝0） ＝0

母函数 gx（ s） ＝ ln（1－ qs）lnp
式中：0＜p＜1�q＝1－p。
3　负二项式分布

若在可利用单位中的个体群数 Y 具有特定的

分布�而每个群中的个体数 X 又是具有自身概率分
布的随机变量�则构成任取一单位的个体数 Z所服
从的广义分布。如果 Y～ P（λ）�形成复合泊松分
布�进一步假设 X 分别服从泊松分布、对数分布和
正二项式分布�则 Z 将分别服从泊松--泊松分布
（Neyman A 型分布）、泊松--对数分布［1］和泊松--二
项分布［3］。下面仅讨论泊松--对数分布（即负二项
式分布�negative binomial distribution）的建立。

由 Y～P（λ）�X～L（ p）�得 Z＝∑Yi＝1 Xi 的概率

分布母函数为

GZ（ s） ＝ gy（ gx（ s）） ＝ eλ
ln（1－qs）lnp －1 ＝ 1－ qs

p

λlnp

　　令1/p＝Q�q＝P/Q�－κ＝λ/lnp�可得 GZ （ s）
＝（Q－Ps）－κ。与正二项式（ q＋ ps） n 相比较�p、q
和 n分别换为－P、Q和－κ。展开 GZ（ s）�有

GZ（ s） ＝∑∞x＝0Q－κ －κ
x － P

Q
x

sx

　　由广义组合
－κ
x ＝（－1） x （κ＋x－1）！

x！（κ－1）！�并令
P＝μ/κ�Q＝1＋P�其中μ为数学期望�可得
GZ（ s） ＝∑∞x＝0 1＋μ

k
－κ （κ＋ x－1）！

x！（κ－1）！ μ
κ＋μ

x

sx

　　根据母函数的定义�Z取值 x 的概率为

p（Z＝ x） ＝ 1＋μ
k

－κ （κ＋ x－1）！
x！（κ－1）！ μ

κ＋μ
x

x ＝0�1�2�…�n；0＜ P＜1 （3）
　　式（3）所表示的概率分布为泊松--对数分布�其
母函数为负二项式�故通常称为负二项式分布。

期望和方差：EZ＝κP�DZ＝κPQ�DZ＞EZ。自
然状态下由于集群�方差通常大于均值�负二项式分
布在实际工作中应用广泛。负二项式分布也常表
达为

p（Z＝ x） ＝Γ（κ＋ x）
x！Γ（κ） Px

Qκ＋x

式中�Γ（κ）＝（κ－1）！。
同样�当κ→∞�x 与κ相比较可忽略不计时�

负二项式分布也趋于泊松分布［1］。
广义分布是在生物个体本身集群�而其可利用

的单位等同的假设上构建的。如果假设生物个体彼
此独立�不集群�而其可利用的单位却不等同�即每
个单位的个体数期望值（本身是一个随机变量�则构
成 Pielou［1］所说的复合分布。进一步假设λ服从
Pearson Ⅲ型分布（即Γ分布）�也可推导出负二项式
分布。一般地�一个复合分布与一个广义分布相对
应�都建立在至少两个假设之上［1］。王政权［4］认为
空间异质性导致空间分布格局的存在。
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4　参数估计
4∙1　最大似然估计方法

设总体 X 是离散型随机变量�其概率分布为 P
（X＝ x）＝ρ（ x；θ）�θ是未知参数�当样本观测值
x1�x2�…�xn 取定后�函数 L （ x1�x2�…�xn；θ）＝
∏ni＝1 p（xi；θ）称为概率似然函数�简记为 L（θ）�使该
随机试验所得样本观测值出现的可能性最大（即
L（θ）达最大值）的θ^称为θ的最大似然估计值。当
L 关于θ可微时�^θ必满足dL（θ）dθ ＝0�因为lnL（θ）和
L（θ）在θ的同一值处取得最大值�上式可换为
dL（θ）dθ ＝0。一般地�若含有多个参数待估计�则用
方程组求解。
4∙2　泊松分布参数λ估计

设总体 X～P（λ）�x1�x2�…�xn 为来自总体的

样本观测值�则
L（λ） ＝λ

∑n
i＝1

xi e－nλ/∏ni＝1 xi！
lnL（λ） ＝ （∑ni＝1 xi）lnλ－∑ni＝1 ln（xi！）－ nλ

dlnL（λ）dλ ＝1λ∑
n

i＝1
xi－ n

　　令dlnL（λ）dλ ＝0�得
λ^＝1n ＝∑

n

i＝1
xi ＝﹣x

4∙3　负二项式分布参数κ估计
设总体服从负二项式分布�x1�x2�…�xn 为来

自总体的样本观测值�则由似然函数 L（κ） ＝

1＋μ
κ

－nκ μ
κ＋μ

∑n
i＝1

xi∏ni＝1 κ（κ＋1）…（κ＋ xi－1）
xi！ �

有

dlnL（κ）dκ ＝－ nln 1＋μ
κ ＋∑ni＝1∑

xi

j＝1
1

κ＋ j－1
　　令dlnL（κ）dκ ＝0�得

nln 1＋μ
κ ＝∑ni＝1∑

xi

j＝1
1

κ＋ j－1
　　考虑方程右端的变化规律�设 A（ x）为取值超
过 x 的样本数�m为可取得的最大值�则

nln 1＋μ
κ ＝∑mκ＝0

A（x）
κ＋ x

　　使方程两边平衡的κ值即为κ的最大似然估计

值［5］�初始值κ＝﹣x2/（ s2－﹣x）。
5　分布假设检验

一般地�使用χ2检验判断是否推翻所作的分
布假设。假设随机变量 X 服从 F（ x）分布�并从总
体中随机抽取一个单元数为 n（ n＞50）的样本�根据
样本取值范围分组（对于连续变量分为若干小区间�
对于整值变量则为具体观测数值）�统计各组样本观
测频数 Oi�按所设分布 F（ x）计算各分组的理论频
率 pi 和理论频数 Ei＝ npi。当 n 充分大时�χ2＝
∑mi＝1（Oi－ Ei）2/Ei 渐近以（m－1）为自由度的χ2分

布（皮尔逊定理）�若有 k 个总体参数用样本最大似
然估计值代替�则渐近以（ f ＝ m－ k－1）为自由度
的χ2分布［6--7］�式中 m 为样本分组组数。对于给定
的显著度α�计算χ2值与查表χ2α值比较�若χ2＞
χ2α则推翻X服从F（x）分布的假设。通常�χ2检验组
数应不小于5�理论频数小于5应并组［7］。χ2检验要
求预测值大于5�在少量具有特别多个体的样方或
大量空白样方存在的情况下必须将个体数目较多的

样方合并�结果可能出现谬误�但是这种谬误可以通
过增加样本数量而避免［8--9］。

对于负二项式分布�计算理论频率 P（Z ＝
x）（x ＝0�1�2�…�m）�可考虑［5］：P （ Z＝0）＝
1＋μ

κ
－κ�P （ Z ＝1） ＝ κ1 μ

κ＋μP （ Z ＝0）�
p（Z＝2）＝κ＋12 μ

κ＋μP（Z＝1）�…�p （ Z ＝ m ） ＝
κ＋m－1

m
μ

κ＋μP（Z＝m－1）。

6　格局检验判别
通常�在不建立具体分布函数时�可以用样本方

差与均值之比 s2/﹣x 判别种群格局。格局检验判别
是在总体服从泊松分布的假设基础上进行的�必须
经过统计检验�例如�只有经检验确定 s2/﹣x 与泊松
分布（ s2/﹣x＝1）差异显著时�判断其大于或小于1才
有意义。虽然孙儒泳［10--11］、李博［12］认为“ s2/﹣x＝0属
均匀分布”�但当 s2＞0时�若要判断 s2/﹣x≈0则仍
需统计检验确认。种群格局检验判别指标很
多［1�3�9�13--14］�研究中常见同时使用多个指标［15--23］�但
重复使用本质相同的指标则无必要。下面介绍几个
常用指标供参考。
6∙1　扩散系数 C

C＝ s2/﹣x�当 C＜1时趋于均匀格局�C＝1时趋
于随机格局�C＞1时趋于集群格局。样本观测值对
泊松分布的偏离程度可用 t 检验确定。
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t ＝ s2/﹣x－1
2/（ n－1）

f ＝ n－1（当 t ＜0时�用| t|与 tα比较）
式中（及以下指标中）：﹣x ＝ 1n∑

n

i＝1
xi；s2 ＝ 1

n－1·

∑ni＝1（xi－﹣x）2�重复抽样条件下此 s2是总体方差的无

偏估计。
6∙2　聚集度指标 I、Lloyd 平均拥挤 m∗和聚块性
m∗/m指标、Cassie指标 CA

I（ s2/﹣x）－1�CA＝（ s2/﹣x）/﹣x2�当 I＜0�CA＜0时
趋于均匀；I＝0�CA＝0时趋于随机；I＞0�CA＞0时
趋于集群。

m∗＝m＋（v/m－1）�m∗/m＝1＋（v/m－1）/m
（式中 v 和m 即 s2和﹣x）。容易看出：I＝C－1�m∗
＝﹣x＋ I�m∗/m＝1＋CA�CA＝1/κ�κ即负二项式分
布参数�它也是一个聚集度指标［1�24--25］。
6∙3　Morisita指数 Iδ

Iδ＝ n ∑x2－∑x
（∑x）2－∑x

F＝ Iσ（∑x－1）＋ n－∑x
n－1

　　当 Iδ＜1时趋于均匀�Iδ＝1时趋于随机�Iδ＞1
时趋于集群。用 F 检验（ f1＝ n－1�f2→∞）或用
Iδ（m－1）＋ n－m与χ2α（ f＝ n－1）比较检验�式中
m＝ n﹣x�可以推出

Iδ＝ n
n﹣x－1 n－1

n
s2﹣x ＋﹣x－1

Iδ（m－1）＋ n－ m＝ （ n－1） s2﹣x
F＝ s2﹣x

　　由 Ff1�f2＝（χ2f1/f1）/（χ2f2/f2）�当 f2→∞时�依概
率�χ2f2/f2 收敛于1�f1Ff1�f2收敛于自由度为 f1 的

χ2统计量［6］

χ2α＝ f（1－2/（9f）＋ 2/（9f）μ2α）3
α＜0∙5�f ＞30

式中：μ2α查正态分布双侧分位数（μα）表。当 f2→
∞�Fα值可按 f1和设定的α计算。

使用Morisita指数［26］时应该注意到 F＝ s2/﹣x＝
C�当 s2/﹣x→1且大于1�n 较大（ f1＞500）时�Fα如

果取值1�则 F＞Fα≤0∙05�推翻总体服从泊松分布的
假设。张谧等［27］在曼青冈（Cyclobalanopsis oxyodon）
幼树Ⅱ中就存在 n＝9600和 n＝1040两组由 C＝
1∙01经 t 检验判别为随机格局�因 Fα取值1�F＞

Fα�由 Iδ判别为集群格局的情况。其实 f1＝1039
和 f1＝9599时�Fα＝1∙07324和 Fα＝1∙02386（α＝
0∙05）�由 F＝C＜Fα�这两组幼树也应判别为随机
格局。可以算出 α＝0∙05�f1＝50000�Fα＝
1∙0104257；f1＝100000�Fα＝1∙0073674�显然�使
用Morisita指数时 Fα取值1需谨慎。同样�在郑丽
凤等［23］的论文中有5种处理（未采伐样地的木荷
（Schima superba）、虎皮楠（Daphniphyllum oldhami）及
所有样地的马尾松（ Pinus massoniana）�由 C 经 t 检
验可以判别为随机格局�而该文却根据 Iδ＞1将其
最终“判定为聚集分布”。由每种处理的样本数 n＝
48可算出 Fα＝1∙36163（α＝0∙05�即使查表 f1＝50
也有 Fα＝1∙35）�这5种处理由于 F＝C＜Fα仍然

应判别为随机格局�这也说明格局判别必须经过统
计检验。此外�在文献［17］中也存在 F≠C的情况。
另一方面�对于一个来自服从均匀分布的总体的样
本�应该有 s2＜﹣x�但是要通过 F（ f1＝ n－1�f2→∞）
检验判定“ Iδ显著地小于1”却需要 s2足够程度地
大于﹣x 以满足 F＞Fα�因此实际上难以应用 Morisita
指数 Iδ＜1判断种群是否属于均匀格局。

上述种群格局主要根据种群统计参数和已知概

率分布检验从概率角度研究种群个体在空间的散布

形式［4�9�32］。广义格局涉及的物种分布、群落和景观
分布及空间图式格局分析等请参阅相关文献

［4�9�28--32］。
致谢　本文承蒙北京林业大学李永慈老师帮助�谨致感谢。
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