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三角函数干形方程与广义 Brink干形方程的比较
聂秀琴 李 昀 陈名腾 聂 盈 刘凤媛

( 北京林业大学信息学院)

摘要 : 利用来自澳大利亚新南威尔士州不同生长条件下的辐射松人工林样木干形数据，比较三角函数干形方程与

广义 Brink 干形方程对估计树干任意高度处对应去皮直径的效果; 利用非线性回归拟合干形方程中的参数，将拟合

残差、预测均方误差、绝对偏差、决定系数等作为评判准则。结果表明: 通过样本数据回归拟合得到方程中的参数

后，用三角函数干形方程预测新的干形数据集中给定树干上任意高度对应的去皮直径时，估计结果更准确; 三角函

数干形方程对树干底部直径的估计结果要优于广义 Brink 干形方程，且三角函数干形方程对树干整体拟合结果更

稳定。另外，依据三角函数干形方程参数估计结果将其化简并检验化简后的拟合效果，从而证明三角函数干形方

程的易变形性及灵活性。
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NIE Xiu-qin; LI Yun; CHEN Ming-teng; NIE Ying; LIU Feng-yuan． Comparing trigonometric
variable-form taper function with generalized Brink stem profile function． Journal of Beijing

Forestry University ( 2012 ) 34 ( 5 ) 120--127［Ch，14 ref．］School of Information Science ＆ Technology，
Beijing Forestry University，100083，P． R． China．

Using sample taper data collected from Pinus radiata plantations at different sites of New South
Wales State，Australia，this paper compares trigonometric variable-form taper function ( Bi function) with
generalized Brink stem profile function ( GB function) when estimating diameter under bark at any height
of stem． Nonlinear least square regression was used to estimate parameters of both functions． The residual
errors，mean square error of prediction，mean absolute difference of prediction and determination
coefficient were chosen as the criteria for evaluation of the fitting effective． Results showed that after the
parameters in the two taper functions were obtained by regression，Bi function performed more accurately
than GB function in predicting diameter under bark at any height of stems; the Bi function was superior to
GB function on bottom stem fitting effect，and the Bi function was overall stabler than GB function． In
addition，based on parameter estimating results，the Bi function is simplified and the fitting effect of the
simplified taper function has been validated，which verifies the deformation and flexibility of Bi function．
Key words GB function; Bi function; residual; determination coefficient

干形方程( stem profile function ) 是描述树干形
状随高度变化的函数，因其能够反映树干的尖削程

度，也被称为削度方程( taper function ) 。干形方程
可以用于估算树干任意高度对应的带皮或去皮直

径，进而可以用于估算树干材积和生物量，以及作为

后续设计造材方案的依据。由于利用干形方程能够
计算出树干任意部位的直径( 带皮或去皮) 及其对

应的距地面高度，因此适用于设计各种规格的最优

造材方案。这些作用使得干形方程一直被林业相关
研究所关注［1］。干形方程的构造形式多种多样，常
见的有将树干分段分别建立回归方程的形式、多项
式型、指数型及无参数型等。大多数干形方程是依
据某一特定样地或特定树种的观测数据构造的，适

用范围有限，且对直径的估计结果存在较大的局部

误差，也不能够表示出不同树干之间的差异［2］; 因

此，一些研究人员致力于建立通用的、具有灵活适应
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性的干形方程。如 Riemer 等［3］在 Brink 等［4］依据 2
个经典衰减函数构造的 Brink 干形方程的基础上修
正构造的少参数型 Brink 干形方程，替代了仅适合
于单一树种或单一林分的干形方程，能够用于描述

不同立地、不同密度和不同年龄的林分林木树干任
意高度处直径的变化，实现了干曲线的广义模

拟［5］。另外，指数型干形方程的发展也成为通用干
形方程的另一个重要分支，Kozak［6--7］使用单一连续
函数作为基础构造干曲线方程，指数部分表示干形

随树干从底部至树梢的变化。不过，Kozak 干形方
程为了降低直径估计结果的局部误差，对树干的不

同部分采用分段函数形式，使得变量之间存在互相

关，导致最小二乘回归估计的不稳定及干形方程中

参数估计结果的标准差增大［2］。而后，Bi［2］从树干
几何构造特点出发，利用傅里叶变换构造了易变形

的三角函数干形方程，并且通过和 Kozak 干形方程
对比，显示了其稳定性和灵活适用性，以及对商用材

直径的估计准确性都优于前者，而且在利用三角函

数干形方程估计澳大利亚桉树( Eucalyptus spp． ) 和
辐射松( Pinus radiata) 任意树高处的直径时得到了
满意的结果［2，8］。对于干形方程的通用性和拟合效
果的研究一直没有间断过，近期有文献提及三角函

数干形方程对北美阿卡迪亚地区的红杉 ( Sequoia
sempervirens) 和白松( P． strobus) 去皮直径的估计效
果优于其他的候选干形方程［1］。
本文旨在通过常用的统计检验指标，比较广义

Brink 干形方程和三角函数干形方程对来自于不同
生长环境及不同密度的辐射松人工林干形的拟合效

果，并结合 2 个干形方程自身的结构特点进一步讨
论这 2 个干形方程在实际应用中的灵活性和适用
范围。

1 数据来源及预处理

本文采用的辐射松干形数据是从 Bi 用于构造
辐射松干形方程的数据集中随机抽取的 500 株样木
数据［8］。该样本数据是由澳大利亚新南威尔士州
不同立地、不同密度和不同年龄的辐射松人工林分
中样木伐倒后实测得到的。这些样木分别取自经过
疏伐和未经疏伐的林分，且林龄范围在 10 ～ 47 a 之
间。尽管时间上存在一定的跨度，但是干形指标的
测量是相对连续的。这些干形数据包括带皮胸径、
去皮胸径、地面直径和分段测量的带皮直径、去皮直
径，以及皮厚及林分信息等。样木全树高与去皮胸
径之间的关系详见图 1。其中样木的去皮胸径介于
5 ～ 70 cm 之间，将去皮胸径依据 5 cm 间隔分成小
于等于 10、10 ～ 15、15 ～ 20、20 ～ 25、25 ～ 30、30 ～ 35、

35 ～ 40、40 ～ 45、45 ～ 50、50 ～ 55、55 ～ 60、60 ～ 65、
65 ～ 70 cm 共 13 组，各组去皮胸径的分布详见图 2。
干形数据中相对树高与相对直径之间的关系见

图 3。

图 1 样木全树高与去皮胸径的散点图

Fig． 1 Total height plotted against diameter of breast height

under bark ( DBHUB ) of the sample trees

图 2 样木去皮胸径的密度分布

Fig． 2 DBHUB distribution of the sample trees

图 3 相对直径与相对树高的关系图

Fig． 3 Relative height plotted against

relative diameter of sample data

在数据预处理过程中，首先是补充缺失值，其次

是计算每条记录的相对树高及相对直径，因为三角

函数干形方程是关于相对树高与相对直径之间的

函数。
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2 干形方程
2. 1 Brink 干形方程

Brink 等［4］依据理想的干形底部的凹函数性及
顶部的凸函数性，将干形看作是绕拐点逆时针旋转

90°的 S 型生长曲线，目前已有很多描述 S 型生长曲
线的函数，其中最常见的是生长方程。Brink 等根据
直径随树高的变化率符合生长方程及衰减函数这一

规律通过积分构造得到 Brink 干形方程，方程中含
有 i、p 和 q 3 个参数。在此基础上，Riemer 等［3］对
其进行修正得到少参数干形方程，其形式为:

r( H) = u + ve － pH － we qH ( 1 )

u = i
1 － e q( 1. 3 －HT)

+ ( r1. 3 － i) ( 1 － 1
1 － e p( 1. 3 －HT)

)

v =
( r1 ． 3 － i) e1. 3p

1 － e p( 1. 3 －HT)

w = ie － qHT

1 － e q( 1. 3 －HT)

式中: r ( H ) 为树高 H 处对应的半径，cm; HT 为全树

高，m; H 为地表以上至树干顶端任意点的树干高
度，m，0 ＜ H≤HT ; r1. 3 = r( 1. 3 ) ，表示胸半径，cm; i 为
统一渐近线的参数; p 为描述干形底部向外弯曲程
度的参数; q 为描述干形顶部向内弯曲程度的参数。

Brink 干形方程的优势在于结构简单，参数 i、p
和 q 很容易通过回归拟合得到，也可以直接用于原
木材积的计算; 但是，Brink 干形方程中的参数 i、p
和 q 与树种、样地条件等相关，其中参数 p 与林分密
度呈负向弱相关，参数 q 与林分密度呈正向弱相关，
每株树对应一组参数 i、p 和 q 的估计值。Brink
等［4］曾采用该方程分别对 10 株桉树拟合，得到 10
组参数 i、p 和 q 的估计值; 佟金权等［9］也曾采用该
方程对 52 株杉木( Cunninghamia lanceolata ) 拟合得
到 52 组参数 i、p 和 q 的估计值。即 Brink 干形方程
对不同立地环境下的同种树种也不存在统一的参数

估计结果。
2. 2 广义 Brink 干形方程
为了实现 Brink 干形方程的通用性，Gadow

等［10］通过试验将其推广为广义 Brink 干形方程，分
别利用式( 2 ) 、( 3 ) 及( 4 ) 代替式( 1 ) 中的参数 i、p 和
q，并且通过实验验证了推广后的 Brink 干形方程可
以对不同立地环境条件下的同种林木干形进行较精

确的描述。
i = k1d

k2 ( 2 )

p = e
k3
D g ( 3 )

q = k5 e
k6
D gHk4

T ( 4 )
式中: k1，k2，…，k6 为参数; d 为胸径; D g 为林分平均

胸( 直) 径。广义 Brink 干形方程满足: 当 H = HT

时，r( H) = 0 ; 当 H = 1. 3 时，r( H) = r1. 3。

广义 Brink 干形方程是多项式形式的，参数 p
和 q 分别表示树干底部向外弯曲和树干顶部向内弯
曲的程度。由于树干顶部与底部干曲线变化率较
大，不仅能够描述不同林分的林木树干任意树高处

直径随树干高度的变化，而且可以精确描述来源于

不同环境的同种原木的干形，即用来描述不同立地、

不同密度和不同年龄林分的林木树干直径随树高变

化的曲线。文献［9］曾采用广义 Brink 干形方程对
52 株杉木拟合得到一组去皮直径对应的参数 k1，

k2，…，k6，并通过与前述的采用 Brink 干形方程的拟
合结果对比发现，广义 Brink 干形方程替代仅适用
于单株木的 Brink 干形方程实现了对树干干形的广
义模拟。
2. 3 三角函数干形方程

Bi［2］从树干形状结构出发，利用树干从地面至
任意高度或任意直径处的材积与整株树干的材积比

率 R h ( R d ) 公式
［11］变换构造得到三角函数干形方

程。其思想是: 若把整株树干的材积看作 1，材积比
率就随着相对树高的变化在 0 到 1 之间变化。任意
高度对应的材积比可以表示为关于相对树高的函

数，即 R h = f1 ( h ) ，类似地，相应高度处对应的材积
比可以表示为关于相对直径的函数，即 R d = f2 ( d ) 。

对于树干的任意树高处材积比 R h = R d，即 f1 ( h ) =
f2 ( d) ，这样通过变换得到相对直径关于相对树高的

函数 d = f － 1
2 ( f1 ( h ) ) ，则通过构造得到三角函数干

形方程。Bi 同时采用 25 种来源于不同地区不同生
长环境的桉树实测干形数据拟合得到该干形方程中

参数的值，同时验证了三角函数干形方程对桉树直

径的估计结果。
三角函数干形方程的特点在于基函数和指数

K。基函数的构造依据干形材积的变化率，指数 K
是通过傅里叶变换得到的，而且三角函数干形方程

严格通过点( 1. 3，DBHUB ) ，其形式为:

d = BK =
lnsin( π

2
h)

lnsin( π
2
b











)

K

B =
lnsin( π

2
h)

lnsin( π
2
b)

( 5 )

K = a1 + a2 sin(
π
2
h) + a3 cos(

3π
2
h) + a4 sin(

π
2
h) /

h + a5 DBHOB + a6h DBH槡 OB + a7h H槡 T

式中: d 为相对直径; d = DUB /DBHUB，DUB 为相对
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树高 h 处的去皮直径，cm，DBHUB为去皮胸径，cm;
K 是关于相对树高、带皮胸径及总树干高函数的指
数; h 为相对树高，h = H /HT ; b 为相对胸高，b = 1. 3 /
HT ; DBHO B ( diameter of breast height over bark) 为带
皮胸高直径，cm; a1，a2，…，a7 为参数。
三角函数干形方程是关于相对树高与相对直径

的指数型方程，基函数是依据干形材积的变化率构

造的函数。指数 K 中前 3 项三角函数部分用于表
示干形随树高的变化，后 3 项描述不同大小的同树
种的干形变化。由于三角函数干形方程结构灵活易
变形，这也为参数估计提供了很多不同的方法。

3 参数估计方法与评价标准
3. 1 参数估计
首先，通过回归方法拟合出方程中的参数。一

般的最小二乘线性回归分析要求满足残差之间相互

独立，且服从均值为 0、方差为常数的正态分
布［1

--12］。当数据集存在自相关和异方差性时，最小
二乘回归系数仍旧是无偏的和一致的，但却不再有

效［13］。由于干形数据集中同一株树干上测得的不
同高度的直径是分层的且各个量之间是相关的，因

此，线形回归方法不能满足研究需要; 然而误差项的

自相关及方程中参数的多重共线性对非线性回归结

果影响较小［7］，因此本文采用 SAS 软件中的非线性
回归分析过程 NLIN 分别对 2 个干形方程中的参数
进行估计。在非线性拟合的初始值处理上，广义
Brink 干形方程采用随机定义初值; 三角函数干形方
程采用其线性回归分析参数拟合结果作为非线性回

归分析的初始值进行参数估计，以减少参数估计的

迭代次数［8］。

其次，为了保证干形方程对直径估计结果的精

确度，本文在进行参数估计时采用无偏的交叉留一

法; 但是当样本数据集非常庞大时，采用交叉留一法

需要迭代的次数太多且费时，即较高的计算成本限

制了交叉留一法的实际应用。由于本文所用 500 株
辐射松干形数据共7 000条记录，这样分别对 2 个干
形方程采用快速交叉留一法［14］拟合干形方程中的

参数，即把数据集分成 5 个不相容的子集，每个子集
中包含 100 株辐射松的干形数据，每次进行拟合参
数和预测直径时留一个子集作为检验样本，利用拟

合得到的参数预估检测样本的实测直径对应高度的

直径，重复进行 5 次。通过对比预估得到的直径与相
对应的实测直径，检验预测平均误差( MEP ) 、预测
均方误差( MSEP) 、预测绝对偏差( MAEP) 和决定系
数( R2 ) ，比较参数估计结果的准确度和泛化功能。

MEP、MSEP、MAEP 和 R2的计算公式［12
--13］为:

MEP = Σ
n

i = 1
( yi － ŷ i ) / n ( 6 )

MSEP = Σ
n

i = 1
( yi － ŷ i )

2 / n ( 7 )

MAEP = Σ
n

i = 1
yi － ŷ i / n ( 8 )

R2 = SSR /SST = 1 － SSE /SST =

1 － Σ
n

i = 1
( yi － ŷ i )

2 /Σ
n

i = 1
( yi － 珋y)

2 ( 9 )

式中: yi 为第 i 个变量的实测值，̂yi 为第 i 个变量通
过回归拟合得到的预测值，珋y 为实测值的平均值，
SSR 为总的回归平方和，SST 为总的离差平方和，
SSE 为拟合残差平方和。
3. 2 评价标准
常用的判断回归模型拟合优度的指标包括决定

系数、均方误差、绝对偏差等，而预测平均误差
( MEP) 、预测均方误差 ( MSEP ) 、预测绝对偏差
( MAEP) 和决定系数( R2 ) 在评价林业相关模型中的

参数估计结果时更为常用［12］; 因此，本文在比较 2
个干形方程对树干直径的估计结果时主要考虑:

1 ) 模型的拟合统计量，即决定系数、预测均方误差、
预测绝对偏差等。决定系数反应直径拟合结果对直
径实测值解释的比例，预测均方误差反应拟合的整

体效果，预测绝对偏差则表示拟合结果偏离实测值

的程度。2 ) 比较残差和绝对偏差的分布。首先，比
较干形方程对直径整体拟合结果的残差分布; 其次，

依据胸径的大小将数据集分为 6 组，绘制 2 个干形
方程对直径拟合结果的残差和绝对偏差分布图，比

较干形方程对不同大小树木干形的拟合结果。绝对
偏差主要反映干形方程拟合单株木干形时偏离实测

值的程度，比较绝对偏差的分布有助于描述单株木

干形变化和对单株木造材时干形方程的选择。3 )
从方程本身易变形性以及适应性出发，比较相应参

数估计过程是否容易实现和干形方程的适用范围

等。另外，一个好的干形方程不仅对树干直径的拟
合结果是无偏的且方差要求尽可能小。
在比较 2 个干形方程估计结果的残差分布时，

将树高化成相对树高 h 后分成 10 个等级，利用残差
结果计算相应的均方误差和决定系数。为了保证比
较指标的统一，将广义 Brink 干形方程计算得到的
半径转化成直径，将三角函数干形方程计算得到的

相对直径转化成绝对直径，再计算各自的残差。

4 结果与分析
4. 1 参数估计结果
预估得到的直径与实测直径之间的预测均方误

差和预测平均绝对偏差见表 1，对应 2 个干形方程
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最终参数估计的结果见表 2、3。在对比 2 个干形方
程参数估计结果的准确性时，将三角函数估算得到

的相对直径转化为绝对直径，将广义 Brink 干形方
程估算得到的半径转化成直径。

表 1 2 个干形方程的预测均方误差和

预测平均绝对偏差的比较

Tab． 1 Comparing MSEP and MAEP of two

stem taper functions

N
广义 Brink 干形方程 三角函数干形方程

MSEP MAEP MSEP MAEP
7 000 1. 865 6 0. 892 7 1. 712 2 0. 870 2

注: N 表示 500 株辐射松样本共测得的干形数。

表 2 广义 Brink 干形方程参数估计的结果
Tab． 2 Results of parameter estimation for GB function

参数 估计值 近似标准误

k1 0. 478 3 0. 004 6
k2 0. 992 8 0. 002 3
k3 － 3. 502 0 0. 014 6
k4 － 1. 238 4 0. 001 8
k5 4. 803 5 0. 020 2
k6 － 7. 078 5 0. 048 5

表 3 三角函数干形方程参数估计的结果
Tab． 3 Results of parameter estimation for Bi function

参数 估计值 近似标准误

a1 0. 249 5 0. 024 8
a2 0. 387 7 0. 012 5
a3 0. 067 3 0. 003 6
a4 － 0. 146 6 0. 014 6
a5 0. 000 567 0. 000 06
a6 － 0. 002 09 0. 002 02
a7 － 0. 030 6 0. 002 4

广义 Brink 干形方程对应的预测平均误差
MEPC = 0. 046 3，三角函数干形方程对应的预测平
均误差 MEPB = 0. 055 4。从表 1 可以看出，三角函数
干形方程对直径估计的 MSEP 和 MAEP 均小于广义
Brink 干形方程，表明三角函数干形方程通过样本估
计得到参数后，再采用三角函数干形方程估算新一

批树干的直径时，估计结果要优于广义 Brink 干形
方程。
表 2、3 分别为采用回归拟合得到的 2 个干形方

程中参数的估计值。由于本文采用的数据是 Bi
等［8］在采用三角函数干形方程拟合辐射松干形的

数据集中随机抽取的，所以将表 3 中参数估计的结
果与文献［8］中参数估计的结果进行比较 ( 见表
4 ) 。可以看出，本文与文献［8］的参数估计结果的
近似标准误差比较接近，参数 a5 的值都相对较小。
由于样本数据集的差异及采用参数估计的方法不

同，文献［8］对 3 251 株辐射松进行参数估计时，将
三角函数干形方程两边取对数后采用交叉留一法进

行回归拟合，而本文对干形方程直接采用快速交叉

留一法进行回归拟合，所以最终参数估计的结果不

同。另外，由干形方程中 K 的结构可以看出，参数
a5 和 a6 均与树干带皮胸径相关，当 a5 较大时，a6 会

相对减小; 由表 4 可以看出，2 组参数的估计结果均
符合此规律，而且近似标准误差也表明本文参数估

计的结果是可信的。
表 4 与文献［8］中三角函数干形方程参数估计结果的比较
Tab． 4 Comparing parameter estimation for Bi function in this

paper with that in reference［8］

参数
估计值 近似标准误

本文 文献［8］ 本文 文献［8］
a1 0. 249 5 0. 821 83 0. 024 8 0. 026 03
a2 0. 387 7 － 0. 101 93 0. 012 5 0. 012 42
a3 0. 067 3 － 0. 008 72 0. 003 6 0. 002 42
a4 － 0. 146 6 － 0. 371 45 0. 014 6 0. 014 10
a5 0. 000 567 － 0. 001 12 0. 000 06 0. 000 06
a6 － 0. 002 09 0. 037 41 0. 002 02 0. 000 97
a7 － 0. 030 6 － 0. 036 72 0. 002 4 0. 000 61

4. 2 估计效果比较
采用干形方程进行回归拟合得到直径的预估值

与实测值之间的残差和总离差( 见表 5 ) 。由于对 2
个干形方程进行参数估计时使用的是相同的数据

集，所以表 5 中总离差统计量是相同的。根据直径
的预测值与实测值之间的矩统计量分布，可以计算

出广义 Brink 干形方程对直径进行非线性回归分析
的校正后决定系数( R2 = 0. 990 1 ) 和预测均方误差
( MSEP = 1. 865 6 ) ，以及三角函数干形方程对应的
校正后的决定系数( R2 = 0. 990 5 ) 和预测均方误差
( MSEP = 1. 712 2 ) 。对比表 1 和表 5 的计算结果发

表 5 2 个干形方程对直径拟合结果的残差及总离差的统计量
Tab． 5 Statistics of residual and total deviation about fitting diameters for two stem taper functions

统计量
残差 总离差

Brink 干形方程 三角函数干形方程 Brink 干形方程 三角函数干形方程

N 7 000 7 000 7 000 7 000

均值 0. 046 3 0. 045 8 0. 000 031 0. 000 031

标准偏差 1. 365 9 1. 308 5 13. 756 3 13. 756 3

方差 1. 865 6 1. 712 2 189. 236 5 189. 236 5

未校正平方和 13 072. 219 7 12 752. 049 1 324 466. 17 1 324 466. 17

校正后平方和 13 057. 217 6 12 587. 838 4 1 324 466. 17 1 324 466. 17
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现，三角函数干形方程对干形直径整体估计结果比

广义 Brink 干形方程估计结果稳定。

依据树干高度将样本数据分成 10 个等级，用于
判断 2 个干形方程对不同树高等级内干形拟合结果
的残差分布，计算各个相对树高范围内直径实测值

与估计值之间的拟合残差分布( 见图 4 ) 。当 h ＜
0. 2 时，三角函数干形方程对直径预测的平均预测
偏差较小; 当 0. 2 ＜ h ＜ 0. 4 时，广义 Brink 干形方程
对直径预测的平均预测偏差较小; 当 h ＞ 0. 8 时，三
角函数干形方程对直径预测的平均残差小于实测

值，而广义 Brink 干形方程对直径预测的平均残差
则大于实测值。在估计不同树高等级内林分的蓄积
时，根据相对直径的分布，选择恰当的干形方程，以

提高估计的准确性。

图 5 2 个干形方程对 6 个分组内直径预测结果的平均误差的分布

Fig． 5 Mean errors of prediction distribution of the two stem taper functions in 6 diameter classes

为了进一步检验 2 个干形方程对于不同大小的
辐射松干形的拟合结果，依据去皮胸径的大小把数

据集分成胸径小于 20、20 ～ 30、30 ～ 40、40 ～ 50、
50 ～ 60 和大于 60 cm 共 6 组，计算干形方程对各个
分组内树干直径拟合的平均残差( 图 5 ) 。从图中可
以发现: 对于去皮胸径大于 60 cm 的树干，相对树高
h 在 0. 2 ～ 0. 5 之间时，三角函数干形方程对直径的
预测平均误差较大，2 个干形方程对于相对树高介
于 0. 6 ～ 1. 0 之间的干形直径预测结果均大于实测
值; 对于去皮胸径小于 30 cm 的树干，2 个干形方程
对树干顶部的拟合结果均小于其实测值，而对于去

皮胸径大于 30 cm 的树干，三角函数干形方程对树

图 4 2 个干形方程对 10 个相对树高等级

内直径预估结果的残差分布

Fig． 4 Residual distribution of fitting results about diameter by

two stem taper functions along 10 relative height classes

注: 图中数据表示每个相对树高等级内的干形数据量。下同。

顶部的拟合结果要大于实测值。三角函数干形方程
对树干底部直径的拟合结果取决于广义 Brink 干形
方程; 三角函数干形方程整体拟合效果比广义 Brink
干形方程的拟合效果稳定。
图 6 为广义 Brink 干形方程和三角函数干形方

程对 6 个分组内干形拟合的平均绝对偏差( MAEP)
的分布。经对比发现 2 个干形方程对干形整体拟合
的偏差也在允许范围之内; 容易看出三角函数干形

方程对直径的整体拟合绝对偏差小于广义 Brink 干
形方程的绝对偏差，尤其当树干去皮胸径在 30 ～ 40
cm 或大于 50 cm 区间时，三角函数干形方程对直径
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图 6 2 个干形方程对 6 个分组内直径预测的预测平均绝对偏差的分布

Fig. 6 MAEP distribution of the two stem taper functions in 6 diameter classes

的拟合偏差小于广义 Brink 干形方程的拟合偏差。
因此，当对单株木进行其干形变化的描述时，三角函

数干形方程能更准确地描述干形随树高变化而变化

的程度。
通过对比分析 2 个干形方程对树干拟合结果的

统计量，得到三角函数干形方程预测结果的均方误

差小于广义 Brink 干形方程对应的均方误差，而且
从残差分布图不难发现三角函数干形方程对干形的

拟合效果总体上更优。
另外，从模型自身结构特点出发比较 2 个干形

方程发现，广义 Brink 干形方程中含有 6 个参数，三
角函数干形方程中含有 7 个参数。这样，进行最小
二乘非线性回归计算相应参数时，三角函数干形方

程的共同度要低于广义 Brink 干形方程，相应剩余
残差会较大; 因为参数的数量也影响了最小二乘非

线性回归的参数估计结果。广义 Brink 干形方程是
关于绝对树高和绝对直径的干形方程，省略了相对

直径转化的步骤; 但是广义 Brink 干形方程的 p 和 q
中含有林分平均直径 D g，当林分平均直径无法得到

时，广义 Brink 干形方程变得不适用。为了扩大其
适用范围，需依据林分平均直径 D g 在干形方程中出

现的位置等将其进一步扩展，三角函数干形方程不

存在这一限制。三角函数干形方程结构易变形，这
样在进行参数估计时容易通过取对数等方法将其转

化后利用线性回归分析实现，将线性回归分析得到

的最优解作为非线性参数估计的初值，以提高参数

估计的效率。
4. 3 三角函数干形方程的化简

Bi 最初构造三角函数干形方程采用的是 25 种
来自不同地区不同种的天然林桉树树种的数据，不

同地区不同种间干形变化存在差异，为了能够准确

描述这些差异，该干形方程的指数部分中除三角函

数项外，带皮直径和全树高也作为变量引入。本研
究采用的数据集来自于同一树种，由参数估计的结

果可以发现参数 a5 趋于 0，也就是说带皮直径的单
独影响因素很弱; 因此，对结构简单的辐射松人工林

数据应用三角函数干形方程时，考虑减少参数个数

而将三角函数干形方程化简，并且对原三角函数干

形方程与简化后参数估计结果的均方误差进行简

化。
当模型指数部分的各个变量之间存在相关性

时，数据集发生较小变化将会造成参数估计结果出

现较大的误差。为了验证辐射松人工林参数 a5 的

估计值均趋于 0，将参数 a5 对应的变量项剔除化简

三角函数干形方程，并检验化简后三角函数干形方

程对辐射松的整体拟合结果( 表 6 ) 。
由参数估计结果直接得到的相对均方误差为

0. 023 7，预测均方误差为1. 624 3，通过与表 3 参数
估计结果进行比较发现，化简后三角函数干形方程

对辐射松的干形拟合结果没有明显的影响; 因此，对
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于辐射松来说三角函数干形方程中的参数 a5 对应

的指标项与其他 6 个参数对应的指标项之间存在相
关性，即参数 a5 对应的带皮胸径项可以通过其他几

项表示; 因此，可以通过降维的思想减少参数个数，

提高共同度，使得干形拟合结果的残差减小，并减少

参数估计占用的内存和时间等。

表 6 化简后三角函数干形方程中参数的估计值
Tab. 6 Estimating results of parameters for

simplified Bi function

参数 估计值 近似标准误

a1 0. 170 9 0. 023 3
a2 0. 366 8 0. 012 3
a3 0. 068 4 0. 003 6
a4 － 0. 086 3 0. 013 1
a6 0. 008 9 0. 001 6
a7 － 0. 031 6 0. 002 4

5 结 论

1 ) 对比本文和文献［8］中三角函数干形方程中
参数的估计结果，发现当样本数据集和参数估计方

法不同时，参数估计结果也不相同; 但是最终参数估

计的近似标准误差均接近且在误差允许范围内，因

此可以根据需要选择不同的参数估计方法。
2 ) 对于已知林分平均直径的人工林，应用广义

Brink 干形方程描述干形变化时更加便捷。广义
Brink 干形方程中含有较少的参数，这样在进行参数
估计时，占用的内存更少。

3 ) 三角函数干形方程对胸径大于 20 cm 的树干
的拟合效果要优于广义 Brink 干形方程。三角函数
干形方程对树干底部的拟合结果优于广义 Brink 干
形方程。三角函数干形方程对树干直径的估计结果
整体更稳定，因此在对整个林分估算蓄积量时，三角

函数干形方程的估计结果会更优。
4 ) 对于人工林，三角函数干形方程可以化简且

化简后干形方程对直径的估计结果在误差允许范围

内，从而证明了三角函数干形方程的易变形性及灵

活性。
5 ) 在实际应用时，当通过样本数据拟合完成干

形方程中的参数估计后，由 MSEP 及 MAEP 的对比
结果可知，三角函数干形方程对新的一批干形数据

进行直径估计或材积研究时结果更准确，这就为采

用干形方程按各种市场需求规格设计最佳造材方案

提供了依据，进而为获得最大收益提供了可能。
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